La propriete de Dixmier pour les algebres de Lie de champs 

de vecteurs 

par : Mustapha RAIS (Poitiers) 



Abstract : Given a linear representation p : g — ► g£(V) of a Lie algebra g, one can define a 
linear representation p m : g m — ► g£(V m ) of the generalized Takiff algebra g m . It is proved here 
that the vector fields defined by p m on V m do have the Dixmier property if those defined by p 
have the same property. Examples where the result applies are given and in particular, those of 
the adjoint or coadjoint representations of Takiff algebras. 



1 Introduction au resultat principal 

Le corps de base est K = R ou C. Sur les K-espaces vectoriels, on considerera divers espaces de 
fonctions numeriques ou vectorielles, suivant le cas : l'espace des fonctions polynomes (K = R ou 
C), celui des fonctions analytiques ou des fonctions C°° (K = R), celui des fonctions holomorphes 
entieres (K = C). Ces fonctions seront dans la suite appelees les fonctions lisses, et lorsqu'il s'agira 
de fonctions numeriques, chacun des espaces precedents est une K-algebre, qu'on notera A. 

• Soient W et E des K-espaces vectoriels de dimension finie. Un champ de vecteurs sur E, 
avec parametres dans W, est une fonction lisse a : W x E — > E, ou un operateur differentiel 
lineaire du premier ordre sur E : 

(Ltp)(w, e) = (^-] tp{e + ta(w, e)) 



dt 







ou ip est une fonction numerique lisse sur E. 

• Considerons en particulier une representation lineaire p : [j — > q£(E) d'une algebre de Lie 
(), de dimension finie. Chaque element x de t) definit un champ de vecteurs a x : E — > E, a x (e) = 
p(x).e, i.e. un operateur differentiel L x , avec (L x <p)(e) = (jj) <p(e + tp(x).e) pour toute fonction 
lisse sur E. L'ensemble {L x \x G f)} de ces champs de vecteurs (les champs de Killing de p selon la 
terminologie de [D] (n° 19.3)) est une algebre de Lie de champs de vecteurs sur E et l'ensemble 
des fonctions lisses (p : E — > K telles que : L x <p = pour tout x, est la sous-algebre A B des 
fonctions lisses g-invariantes. 



Definition : On dira que la representation (f), p, E) a la propriete de Dixmier lorsque : 

Pour tout espace de parametres W, pour tout champ de vecteurs avec parametres a : W x 
E — > E qui annule toutes les fonctions g-invariantes sur E, 

• il existe une fonction lisse b : W x E — > f) telle que : 

a(w, e) = p(b(w, e)).e ((w, e) S W x E) 
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• ou encore, de facon cquivalcnte, il existe des fonctions lisses ipj sur W x E telles que : 

a(w,e) =^2i>j (w,e)p(xj).e 

3 

oil (xj)j est une base de t). 

• ou encore, de facon equivalents : a est combinaison lineaire, a coefficients dans l'algebre des 
fonctions lisses sur W x E, des champs de Killing de la representation p. 

- Soicnt g unc K-algcbrc de Lie de dimension finie, m un entier > 0, et g m l'algebre do Lie 
construite dans [R-T] (et connue depuis sous l'appellation d'algebre de TakifT generalisee). Lcs 
elements de g m , designes par des lettres capitales, s'ecrivent : 

X = x + x\T H V x m T m = (x Q , xi, . . . , x m ) 

ou T est une indeterminee, et les Xj sont des elements de g = go- Le crochet de Lie de g m est 
defini par : 

E XrT r ,J2 VsT s ] =Y^ [xr,y,]T r+ ' modT m+1 

r.s 

- Soit maintenant p : g — ► q£(V) une representation lineaire de g dans un espace vectoriel 
V. On definit l'espace vectoriel V m comme etant l'espace des : 

F = f + fi T + ■ ■ ■ + f m T m = (/ ,/i, . • • , f m ) 

ou les fj sont des elements de V, et une representation lineaire p m de g m dans V m : 

Pm (x r T r ).f s T s = (p(x r ).f s )T r+s mod T m+1 

Le resultat principal obtenu ici est le 

Theoreme : Lorsque la representation (g,p, V) a la propriete de Dixmier, il en est de meme de 
la representation (g m , p m ,V m ). 



2 Construction de fonctions lisses g m -invariantes sur V m 

2.1. Une fonction lisse <& : V m — ► K est g m -invariante si et seulement si : 

^)*(F + t p m{ X).F ) =0 

pour tous F = ^ f r T r et X = J2 S x s T s , c'cst-"-dire si et seulement si : 



$(/(> - '/'(■''.. - /{/'(.r )/i - p[A : )/o} 
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fm + t{p(x ).f m + p(xi)f m -i H h p{x m )f Q }) = 

Supposons en particulier que la fonction <f> ne depende pas de la composante f m , i.e. qu'il 
existe une fonction lisse 9 sur V m -i telle que : <&(/o, /i, • • • , /m) = #(/o, /i> • • • i fm-i)- La formule 
ci-dessus exprime l'invariance de $ sous Taction de g m de la maniere suivante : 




0(/o + tp(x ).fo, • • • , /m-i + *{p(zo)/m-i + p{xi)f m -2 H h p(x m _i)./ }) = 





On notera done, pour un usage ulterieur, la 

Remarque : La fonction <!> est jj m -invariante sur V m si et seulement si la fonction 8 est Q m -\- 
invariantc sur V m -i. 



2.2. Pour construire des fonctions lisses g m -invariantes sur V m , on adapte le precede utilise pour 
les fonctions polynomcs dans [R-T] (Lcmmes 3.2 et 3.5), aux fonctions lisses non necessairement 
polynomials, en effectuant quelques modifications qui semblent necessaires. Pour simplifier les 
notations, et pour autant que cela n'introduise pas d'ambigu'ite, on ecrira : 

p m (X)F = p(X)F = X.F (X e flm , F e V m ) 
p(x)f = x.f (x eg, / e V) 



2.3. Soicnt F = (/o, /i, . . . , f m ) dans V m , g : K — > V la fonction definie par : g(t) = f + tf\ + 
h t m f mi et (p : V — ► K une fonction lisse. Pour chaque entier naturel k, on pose : 

1 / d \ ^ 
*fc(/o,...,/ m ) = ^ (j t ) <p(g(t)) 







et on obtient ainsi des fonctions lisses : V m — > K 



2.4. Proposition : Soit k un entier tel que < k < m 

1. $fe ne depend que des composantes / , /i, • • • , fk, et precisement : 



1 / d N ' 



k\\dt 



W) = - - ^(/o + t/i + -" + *7fc) 







2. $fc est une fonction lineaire de la composante fk, et precisement : 

$ k (F) = < d<p(f ),fk > + Vfe(/o,/i,---,/fc-i) (*) 
oil ipk '■ Vk-i — > K est une fonction lisse sur Vk-i- 

3. Si if> est une fonction lisse Q-invariante sur V , la fonction <&k ■ V m — > K est lisse et 
Q m -invariante sur V m . 
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Demonstration : 

• D'apres la formule classique de Faa-di-Bruno 

ou q = <7i + <72 + • • • + <Zfe et la somme est prise sur tous les entiers qi,q2, ■ ■ ■ ,Qk verifiant : 
qi + 2q 2 + • • • + kqk = k (les notations etant celles habituelles du calcul differentiel) . Par exemple 
(d q (f)(g(t)) est une (/-forme multilineaire symetrique, qu'on evaluc sur q vectcurs ou ^jp- figure 
qi fois, figure q 2 fois,. . . , g< ^ (t) figure q k fois. 

On a: 1 5 «(0) = / r et : 

<M/o, /i,---, /™) = E rr 1 ^ (^V)(/o).(4 9l] , • . • , /^) 

<7i ■ ' ' ' qk- 

ne depend que des composantes /o, /l, • • • , /fc- Ceci demontre la partie 1. 

• Dans la somme ci-dessus, il y a le terme correspondant a q\ = ■ ■ ■ = qk-i = et = 1, et 
dans tous les autres termes, on a : q\ + 2q 2 H + (k — f )qk-i = k et q k = 0. Ainsi : 

$fc(/o, fl, • • • , /m) = < dip(f ),f k > + Vfcl/o, /l, • • • , /fe-l) 

ou tp k est une fonction lisse sur V k -i- Ceci demontre la partie 2. 

• Soit </9 une fonction lisse g-invariante sur V. Pour tous t et s dans K, £o, Si, . . . , x m dans 
0, et f , fi, ■ ■ ■ , f m dans V, on a : 



On a : p{ E fx,). E ^ h = E t j hj + t m+1 k(t), avec : 

0<i<m 0<j<m 0<j<m 

hj ^ ^ X r .fj — r . 

0<r<j 

D'ou : 

E + s ?(E E = E <J (£ + sh i) + st m+1 Ht) 

et lorsque < k < m : 



On a done : 



(■^) *k(f0 + 8h O ,fl + 8h 1 ,...,f m + 8h m ) = (^)J (^)o ^(E^ + ^E^-E^) = 

Commc : (/ + sh , /i + s/ii, . . . , f m + sh m ) = (/ , . . . , f m ) + sp m (x , x m ).(f , f m ). On 
voit que les $fc sont g m -invariantes. 
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3 La propriete de Dixmier pour la representation (g m , p m ,V m ) 

II s'agit de montrer que (g m , Pm, Vm) a la propriete de Dixmier, sous l'hypothese que (g, p, V) 
a cette meme propriete. La demonstration se fait par recurrence sur m, sachant que le cas m = 
correspond a l'hypothese. On suppose to > 0. 

• Soit a = (do, ai, . . . , a m ) : W x V m — > V m un champ de vecteurs qui annule toutes les 
fonctions g m -invariantes sur V m , i.e. tel que : 



$(/ + sa (w, f , fx, f m )), ...,f m + sa m (w, fo, fl,..., fm)) = 





pour toutc fonction ip : V m — ► K, g m -invariante. 

On applique ceci, en particulicr, a toutes les fonctions g m -invariantes : 

®(fo, ■ ■ ■ , fm) = 6{fo, ■ ■ ■ , fm-l) 

qui ne dependent que des composantes fo, ■ ■ ■ , fm-l- D'apres la remarquc 2.1, il vient : 



4: ) 0(h + *<'()(tr /'„, i /',„ i -•■ '•■",„ - i ("'• ./'o /'„,.)) - !i 



ds 



pour toute fonction 9, g m _i-invariante sur V m -\. Par l'hypothese de recurrence, il existe des 
fonctions lisses bj : W x V m — ► fl(0<j<TO— 1) telles que : 

i(6oj h,..., b TO -i).(/o, • • ■ , fm-i)- 

On verifie immediatement que : 
Pm (b +hT + ■ ■ ■ + b m - 1 T m ~ 1 ).(f + f 1 T + - ■ ■ + f m T m ) = (oo, oi, . . . , a m _ l5 0) + (0, 0, . . . , 0, c m ) 

avec Cm = b .fm + &i-/m-i H 1- &m-i-/i- D'ou : 

(a ,ai, . . . ,a m ) = (a ,oi, . . . ,a m _i,0) + (0,0, . . . ,0,a m ) 

= p TO (6 , • • • ,&m-l,0).(/ O , /l, • • • , /m) + (0,0, . . . ,0,a m - C m ) 

et le champ de vecteurs (0, 0, ... , 0, a m — c m ) annule les fonctions g m -invariantes. En particulier, 
pour toute fonction lisse g-invariante ip : V — ► K, on a : 

(^)o *m(/o, fl,---, fm-l,fm + s(a m - C m )) = 

avec $ m (/o, ■ • • , fm-i,fm) = < d(fi(f ), f m > + ^m{fo, fl,---, fm-l) (on applique la formule (★) 
de 2.4). Done : 

< d<fi(f ),a m - c m > = 

et a nouveau la propriete de Dixmier de (g, p, V) assure l'existence d'une fonction lisse b m : 
W x V m — ► g telle que 

a m = c m + b m -fo = bo-fm + fri-/ro-i + • • • + bm-i-fi + b m -fo 
Ainsi : (a ,a l7 . . . ,a m ) = p m (b , . . . , b m ).(f , fi, ■ ■ ■ , f m ), cqfd. 
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4 Notes bibliographiques 



4.1. A l'origine (cf. [Dix]), J. Dixmier examine la representation adjointe (g, ad, g) d'une algebre 
de Lie semi-simple sur IK = R ou C et demontre la "propriete de Dixmier" (toutefois pour les 
champs de vecteurs sans parametre), pour toutes les algebres A de l'introduction a l'exception, 
lorsque K = M, de celle des fonctions de classe C°°. En fait l'extension aux champs de vecteurs 
avec parametres est immediate, et en particulier, on peut supposer g reductive ci-dessus. 

4.2. La demonstration de la propriete de Dixmier pour la representation adjointe (g m , ad m , g TO ) 
de l'algebre de Takiff generalisee, dans le cas ou g est semi-simple et A est l'algebre des fonctions 
polynomes, se trouve dans [Ra]. 

4.3. Suite a une question que je lui ai posee, A. Bouaziz a demontre la propriete de Dixmier pour 
la representation adjointe d'une algebre de Lie reductive reelle et pour l'algebre A des fonctions 
de classe C°° (cf. [Bou]). 

Compte tenu du theoreme demontre ici, la representation adjointe d'une algebre de Takiff g TO , 
construite sur une algebre de Lie reductive g, a la propriete de Dixmier pour toutes les algebres 
A de fonctions lisses. 

4.4. La propriete de Dixmier a ete dcmontree par D. Panyushev ([Pa]) dans le cas ou A est 
l'algebre des fonctions polynomes, pour les algebres de Takiff g m , sous la condition que g ap- 
partienne a une classe particulierc d'algcbres de Lie, celle dite des "3-wondcrful Lie algebras" . 
Panyushev demontre que g m est une "3-wondcrful Lie algebra" des que g elle-meme appartient a 
cette meme classe d'algebres de Lie, et qu'en particulier les algebres de Lie reductives complexes 
sont des "3-wonderful Lie algebras" . 



5 Quelques remarques 

5.1. Sur V m , on a construit, pour chaque ip dans A B , (m + 1) fonctions g m -invariantes <&o, 
<&i,..., $ m . Lorsque <p decrit .4 s , l'ensemble de ces fonctions est en fait une sous-algebre B de 
A Bm (V m ), et un cxamen attentif de la demonstration donnee dans 3 ci-dessus montre que pour 
qu'un champ de vecteurs annule toutes les fonctions g m -invariantes, il suffit qu'il annule les 
fonctions appartenant a B. En un certain sens a preciser, la sous-algebre B est dense dans A. 

5.2. Soit p : q — ► q£ (V) une representation de g dans V. Un champ de vecteurs a : W x V — ► V 
est dit tangent aux orbites de g, lorsque : 

a(w 1 v) G p(q)-v pour presque tout v dans V 

(presque tout etant relatif suivant le cas a la topologie de Zariski ou a la topologie numerique). 

Supposons que (g, p, V) ait la propriete de Dixmier. 11 est clair alors qu'un champ de vecteurs 
sur V annule les fonctions g-invariantes si et seulement s'il est tangent aux g-orbites. 

5.3. Soit p : g — ► 0i(V) une representation lineaire de g et soit 9 : V — ► V une bijection 
lineaire de V sur un espace vectoriel V . La formule : 

t(x) = 9 o p(x) o e^ 1 (a; eg) 
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dcfinit une representation r de g dans V', (equivalente a p). On verifie aisement que (g, p, V) a 
la propriete de Dixmier si et seulement si (g,r, V) a cette meme propriete. Une application dc 
cette remarque est faite ci-dessous. 

5.4. Soit g une algebre de Lie quadratique, de sorte que l'algebre de Takiff g rn est cllc-mcmc 
quadratique (voir [R-T], 3.8). Autrement dit les representations adjointe et coadjointe de g m sont 
equivalentes. Par suite, lorsque (g, ad, g) a la propriete de Dixmier, la representation coadjointe 
de Q m a cette meme propriete (et vice- versa). 

5.5. Soit g une algebre de Lie, dont la representation coadjointe a la propriete de Dixmier. D'apres 
le theoreme principal demontre ici, la representation (g m , {ad*) m , (g*) m ) a cette mcmc propriete. 
Mais cette representation de g m dans {g*) m (identifie de maniere evidente a (g m )*) n'est pas la 
representation coadjointe de g m . Toutefois, notons p la representation (g m , (ad*) m , (fl*)m) et r 
la representation (g m , (ad m )*,g* n ). Avcc X = (x Q ,...,x m ) dans g m et F = (/o, A, • • • , /m) on 
a : 

p(X).F = (g Q ,gi, ... ,g m ) avec : 

g k = ad*(x ).f k + ad*(x 1 )f k - 1 H h ad*(x k ).f a 

tandis que : (formules extraites de ([R-T], 1.5) : 
t(x).G = {g' , g[, ■ ■ ■ , g' m ) avec 

9k = ad*(x ).f k + ad*(xi).f k+ i H h ad*(x m ^ k )-fm 

On verifie alors que : 

t(X) = 6 o p(X) o 9 

OU 6(fo, . . . , f rn ) = (f m , fm-1, /o)- 

Ainsi : lorsque la representation coadjointe de g a la propriete de Dixmier, la representation 
coadjointe de g m a cette meme propriete. 



6 Autres exemples 

6.1. Dans le cas de l'algebre A des fonctions polynomes, l'etude de la propriete de Dixmier 
pour des representations (g, p, V), ou p n'est ni la representation adjointe ni la representation 
coadjointe d'une algebre de Lie, a fait l'objet de travaux de Levasseur et Stafford, Levasseur et 
Ushirobira, et plus recemment de Panyushev. On pourra consulter [Pa] et sa bibliographie. 

6.2. Dans le cas des algebres de fonctions C°°, des resultats negatifs sont decrits dans ([Ra], 3) 
et au moins un resultat positif qui est celui ou g = M. est "le" radical nilpotent de sl(2), et p est 
la restriction a g de la representation irreductible de dimension > 3 de sl(2) ([Ra], 3.2.2). En 
appliquant le theoreme principal, on peut multiplier les exemples de representations des algebres 
R k ayant la propriete de Dixmier. 

6.3. On traite ici le cas d'un espace sym?trique de rang 1. Soient g = so(n) et p : g — ► g£(M. n ) 
la representation naturelle de so(n) dans M™. Soit L = ^2 un champ de vecteurs sur MP, a 
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coefficients C°°, qui annulc la fonction g-invariantc : 

Q(x!,...,x n ) = ^(xj-\ \-xl). 

On a done ^ diXi = 0. On pose : 

to = dQ = Xidxi 
a = ^(-ly^aidxi A • • • A (dxi) V A • • • A dx n 

i 

de sorte que w A a = ( ajXjjdxi A • • • A <ix„ et = si et seulement si ui A a = 0. D'apres 

i 

[M], il existe une (n — 2)-formc differentielle [3 sur R", a coefficients C°°, telle que : a — lo A [3. 
II en resulte qu'il existe une matrice antisymetrique (bij) a coefficients bij fonctions C°° sur K™ 
telle que : Oi = ^ ^ij^j On a done : 

3 

I l,J l<j 

et (so(n), p, W 1 ) a la propriete de Dixmier. 



Bibliographie 

[Bou] BOUAZIZ A., Sur les distributions covariantes dans les algebres de Lie reductives. J. 
Funct. Analysis, vol. 257, n° 10 (2009), 3203-3217. 

[D] DIEUDONNE J., Elements d'analyse. Tome IV, Gauthicr-Villars, Paris, (1971). 

[Dix] DIXMIER J., Champs de vecteurs adjoints sur les groupes et algebres de Lie semi-simples. 
J. Reine Angew. Math. 309 (1979), 183-190. 

[M] MOUSSU R., Le theoreme de de Rham sur la division des formes. OR. Acad. Sci. Paris, 
280, (1975), n°6, 329-332. 

[Pa] PANYUSHEV D., Adjoint vector fields and differential operators on representation 
spaces. Bull. Lond. Math. Soc. 40 (2008), n° 6, 1045-1064. 

[R-T] RAIS M. & TAUVEL P., Indice et polynomes invariants pour certaines algebres de Lie. 
J. Reine Angew. Math. 425 (1992), 123-140. 

[Ra] RAIS M., Notes sur la notion d'invariant caracteristique. Arxiv : 0707.0782. 



8 



